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Es wird gezeigt, daB3 sich eine schwache Unstetigkeitsfliche in einem idealen Plasma mit der Ge-
schwindigkeit kleiner Storungen fortpflanzt. Es wird weiter bewiesen, da3 die fortschreitende Flache
schwacher Unstetigkeit und die Charakteristiken des Gleichungssystems der Magnetohydrodynamik

idealer Medien ein und dasselbe sind.

Es ist aus der gewohnlichen Hydrodynamik be-
kannt!, dal eine schwache Unstetigkeitsfliche in
einer idealen Flissigkeit entweder stationar ist, oder
ihre Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Geschwin-
digkeit kleiner Storungen, d. h. der Schallgeschwin-
digkeit gleich ist. Die schwache Unstetigkeit steht mit
den Charakteristiken des Gleichungssystems des idea-
len Mediums in engem Zusammenhang. Die fort-
schreitende Fldche schwacher Unstetigkeit und die
Charakteristiken des Gleichungssystems der Gas-
dynamik sind namlich ein und dasselbe.

Der Zweck dieser Arbeit ist, zu zeigen, da} in
der Magnetohydrodynamik idealer Plasmen dasselbe
gilt.

Es sei vorausgesetzt, daf} stindig eine Fldche S
mit der Gleichung

‘(p(.’t, Y, 3 t) =0 (1)
existiert, die durch die Punkte des Gasraumes ver-
lauft und daB beim Durchgang durch die Flache die
magnetohydrodynamischen Grolen (9., p, 0) selbst
stetig sind, sich aber unter deren partiellen Ableitun-
gen wenigstens eine befindet, die sich sprungartig
beim Durchgang durch die Flache S &ndert. Die
Fliache (1) wird in diesem Fall als Flache schwacher
Unstetigkeit bezeichnet. Die Fortschreitungsgeschwin-
digkeit der Unstetigkeitsfliche (1) im Raum ist:
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Die Forderung, dafl sich die Unstetigkeitsflache
im Laufe der Zeit nicht aufl6se, ergibt zwischen den
Spriingen der Ableitungen einer magnetohydrodyna-

mischen Grofe @ die sogenannten kinematischen
Vertraglichkeitsrelationen 2:

1 N.J.Korscuy, I. A.Kise und N. W. Rose, Theoretische
Hydromechanik, Bd. 2, Gostjechisdat, Moskau— Leningrad
1948 (Russisch).

2 N. J. Korscuix et al., s. Anm. .

[grad @] =4s 1; a (3)
wobei das Symbol [4] den Sprung der Grofle A
beim Durchgang durch die Flache S bedeutet, 11 der
Einheitsvektor der Normalen, N gemif (2) die Fort-
schreitungsgeschwindigkeit der Flache und 45 eine
auf S definierte Funktion der Koordinaten und der
Zeit ist.

AuBler den kinematischen Bedingungen (3) miis-
sen die Spriinge der Ableitungen der verschiedenen
magnetohydrodynamischen GréBen noch den dyna-
mischen Bedingungen geniigen, die sich daraus er-
geben, daf} auf den beiden Seiten der Flache S die
magnetohydrodynamischen Gleichungen erfiillt sein
miissen. Fiir ein ideales Plasma lauten diese Glei-
chungen:

09/ =rot[bx H], divH=0,

[_32 — —JsN,

(4,5)

aalz] + (bgrad) b= — %gradp— T}{; [Hxrot H],
(6)
Qo/3t +div(ov) =0, (7)
d
87(:*) +Dgrad(%)=0, (8)

wo § die magnetische Feldstirke, b die hydrodyna-
mische Geschwindigkeit, o die Massendichte, p den
Druck bedeuten, % aber das Verhaltnis der spezifi-
schen Warmen ist. Die letzte dieser Gleichungen ent-
spricht der Erhaltung der Entropie bei adiabatischer
Bewegung des Mediums.

Nach einfachen Umformungen konnen die Gln. (4)
bis (8) in der folgenden Form geschrieben werden:

2D~ (Hgrad) v (Dgrad) H-Hdivy, (9)

div9=0, (10)

oo 1 1
- + (bgrad) b= Qgradp 4n9[©xrot§g].
(11)
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aai) +odivb+bgrado=0, (12)
op _ ., Qe
05 —*P, +obgradp—»pbgrado=0.
(13)

Indem wir diese Gleichungen auf den beiden Sei-
ten der Flache S aufschreiben, kommen wir nach
Grenziibergang auf die Flache, unter Heranziehung
von (3) zu den Beziehungen:

(1) § —Zp Hy—Ag(N—v,) =0, (14)

In =T, (15)

04, (N —v,) — 411 (T ) n+ 41;1},}1,,_2,, n=0,
(16)

Jo(N—v,) —0iyn=0, (17)

2po(N —vy) —2ply(N—v,;) =0. (18)

In den Gln. (14) bis (18) sind IH bzw. 2, Vektoren
mit den Komponenten An,, iny, A, bzw. Avy, Avy,
;v'l'z .

Die acht Grofen 4 geniigen acht homogenen Glei-
chungen. Damit dieses Gleichungssystem eine nicht-
triviale Losung besitzt, damit also die Flache S eine
Unstetigkeitsflache ist, ist es notwendig, daf} die De-
terminante des Systems gleich Null ist. Wir berech-
nen diese Determinante und setzen sie gleich Null.
So erhalten wir nach einer elementaren Rechnung
fur die Existenz einer nicht-trivialen Losung von

Gln. (14) bis (18):
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Die GroBe © =N —v, bedeutet hier die Fortpflan-
zungsgeschwindigkeit der Flache schwacher Unstetig-
keit, d. h. die Geschwindigkeit, die diese Flache ge-
geniiber dem Plasma hat. Nach (19) ist diese Ge-
schwindigkeit gleich der Geschwindigkeit kleiner Sto-
rungen in einem idealen Plasma 3. Dies hangt damit
zusammen, daf} in einem unendlich ausgedehnten,
idealen Plasma keine Dispersion auftritt; die Phasen-
geschwindigkeit und die Gruppengeschwindigkeit
sind also einander gleich.

Wir wollen jetzt untersuchen, wie die schwache

3 Siehe z.B. S.I. Syrovatski, Uspechi Fiz. Nauk 62, 247 [1957].
— R. Lisr, Fortschritte der Physik 7, 503 [1959].
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Unstetigkeit mit den Charakteristiken des Gleichungs.
systems (9) bis (13) zusammenhéngt. Zur Betrach-
tung der Charakteristiken fiihrt bekanntlich das
Caucnysche Problem, das sich in unserem Fall fol-
gendermaflen formulieren ldaft. Auf einer Hyper-

flache S mit der Gleichung

p(r,y,2,1) =0 (20)

sind die Werte aller Funktionen $. V. p, 0 vorgege-
ben. Gefordert ist, in dem S umgebenden Bereich
die stetigen und eindeutigen Funktionen §. b, p, 0
zu finden, die den Gln. (9) bis (13) genligen und
auf S in das System der vorgegebenen Werte iiber-
gehen. Die eindeutige Losung des Caucnyschen Pro-
blems steht in Zusammenhang mit der Moglichkeit.
auf der Mannigfaltigkeit S sdmtliche Ableitungen
der gesuchten Funktionen aus den vorgegebenen
Werten und aus dem Gleichungssystem (9) bis (13)
zu bestimmen. Wir erinnern uns, daf} die ersten Ab-
leitungen der gesuchten Funktionen auf der Mannig-
faltigkeit S durch die vorgegebenen Werte und durch
das Gleichungssystem (9) bis (13) eindeutig be-
stimmt werden, wenn die charakteristische Bedingung
nicht erfiillt ist, d. h. die charakteristische Determi-
nante des Gleichungssystems (9) bis (13) von Null
verschieden ist *. Diese Determinante ist in unserem
Fall:

Formel (21) siehe Seite 505 oben

Q¢ ¢ Qe Sy
wo A= at —i—vl-a:r + vy, 3y +v, 3 (22)
und B=H, a(p—f-HJ, §¢ +H, 8‘\97 (23)
dz Jy oz
sind.

Wenn die Hyperflache S und die auf ihr vorgege-
benen Funktionen so beschaffen sind, daf} die De-
terminante (21) Null wird, heilit die Mannigfaltig-
keit S charakteristische Flache oder Charakteristik.
Wenn S eine charakteristische Flache darstellt, kon-
nen sich zwei Losungen ergeben, die auf S ein und
dieselben Werte annehmen, deren erste Ableitungen
jedoch auf S verschieden sind. In einem solchen
Fall wiirden wir aber die Flache S als fortschreitende
Flache schwacher Unstetigkeit bezeichnen. Es ist nun
leicht zu sehen, dal} das Verschwinden der Determi-
nante (21) mit der Bedingung (19) ibereinstimmt.
Man bekommt némlich nach einfachen Rechnungen:

4 R. Courant u. D. HiBerr, Methoden der mathematischen
Physik, Bd. 2, Springer-Verlag, Berlin 1931.
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D= (21)
111, g‘f B H, aay H, aa" 4 0 0 0 0
i H, %‘f H, aaf B H,,%‘f 0 y 0 0 0
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A 0 0 H-"/ 87(17 _— Vy e a(p - Hy @? H. % 0 l_eg
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g y 3 H: 3¢ _ H: 3¢  H: 3¢ H: 3¢ 0o 13
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o . ) He O Hy Sy _ H. 30_ Hy Sp , 13
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D= Q(A 4-"9){A (() +4770)A (31) +(ay +(az (24)

xp B [(3g) ﬂ)” (%)2}
+ 0 4-:10[(8::) +<8y + dz

Fiithrt man nun die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist, so ergibt sich unter Heranziehung von (23) aus

der Charakteristik ein: dem Verschwinden der Determinante (21):
. H.2
% t0e 3L oy g 32 o o CHCE ﬁ"a){@‘*— ("” 1 4::@)@2 (26)
¥4 €
e - (25)
V&)%) =
Oz Jy dz o 4mo
und beriicksichtigt, daB geméiB (22) und (25) wobei wifder O =N -y, ist. Wir komn.len also auf
(19) zuriick. Das bedeutet aber, dal die Charakte-
— (N—u,) V (8:;7) ristiken des Gleichungssystems (9) bis (13) und die
" Oz Fliche schwacher Unstetigkeit ein und dasselbe sind.
g



